カプレカ変換に現れる数のループに関する考察　ー周期５のループにみる規則性ー by 平田, 郁美
RESEARCH PAPER  1 
カプレカ変換に現れる数のループに関する考察 
周期５のループにみる規則性 
平田 郁美 
キーワード 
カプレカ変換 カプレカ数 数のループ 
 
要旨 
32桁を除く 33桁までの整数についてカプレカ変換を実行し、現れた周期５のループ 100
個を解析した。100個のループは 18個の種となるループと、種となるループに決まった桁
数字を次々にくわえることにより生成される高次桁の子ループからなる。さらに、種とな
るループ 18個の間には、ある種となるループに決まった桁数字を次々にくわえることによ
り他の種が生成される関係があり、7系列に分類される。 
 
１ はじめに 
次のような変換を考える。 
  １）4桁の任意の整数を考える。ただし、すべての桁数字が同じ「ぞろ目」は除く。 
  ２）１）の整数の桁数字を大きい順に並び替えて、その桁数字を用いてできる最大の    
    整数を作る。 
  ３）１）の整数の桁数字を小さい順に並び替えて、その桁数字を用いてできる最小の 
    整数を作る。 
  ４）２）から３）を引く。差が 3桁以下になった場合は、上位の桁を０で埋める。得
られた整数を１）の整数に置き換えて２）に戻る。 
  
例として、２１２２からスタートする。 
２）桁数字を大きい順に並べる   ２２２１ 
３）桁数字を小さい順に並べる   １２２２ 
４）２）から３）を引く       ９９９ 
上位の桁に０を加えて０９９９にして、２）に戻る。           
２）桁数字を大きい順に並べる   ９９９０ 
３）桁数字を小さい順に並べる   ０９９９ 
４）２）から３）を引く      ８９９１ 
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 以下、同様の手順を繰り返す。 
 ９９８１      ８８２０    ８５３２    ７６４１ 
－１８９９   → －０２８８   －２３５８   －１４６１ 
 ８０８２      ８５３２    ６１７４    ６１７４  ・・・ 
 
手順を何度か繰り返すと、引き算の答えには 6174 だけが現れるようになる。「ぞろ目」
以外のどんな 4桁の整数からはじめても、得られる到達点は 6174のみである。これはイン
ドの数学者カプレカが 1947年に発見した整数の持つ不思議な性質であり、この変換をカプ
レカ変換もしくはカプレカルーチンとよぶ 3,4,5。 
 
2桁の整数の場合は、到達点として 63→27→45→09→81→63・・のように、５つの整数
が同じ順番で繰り返しあらわれる。これを周期５の数のループとよぶ。4桁の整数の場合の
到達点 6174は周期１の数のループであるが、これを固定点、あるいはカプレカ数とよぶ。 
 
 前稿 1,2では、32 桁を除く 33 桁までの整数についてカプレカ変換を実行し、到達点とし
て得られる 2558 個の数のループを解析した。2558 個のループは、周期が１（固定点、カ
プレカ数）、２、３、４、５、７、８、１４の８種類に分けられ、それ以外は出現しない。
加えて、周期１，２，４，７，８，１４のループごとに解析し、現れる規則性を考察した。
本稿では、周期５のループに現れる規則性を考察する。以下、特に断らない限り、前稿と
同様に 32桁を除く 33桁までの整数についての結果を使用する。 
 
２ 数のループの間に現れる関係 
 まず最初に、前稿 1,2で考察した数のループ間に現れる関係をまとめる。 
（１）種となるループと種から生成される子ループとの関係 
 表２－１に、到達点として得られた周期７のループを示す。ここで、桁数とはループを
構成する整数の桁数を、要素とはループを構成する整数を指す。 
表２－１ 
 
表２－１をみると、6桁から２桁ごとに周期７のループが現れていることがわかる。また、
6桁の各要素に桁数字 3と 6を 1つずつ加えることによって 8桁のループが、2つずつ加え
ることによって 10桁のループが生成されている。表の記載上の便宜のため、表２－１には
12桁までのループを記載しているが、14桁以上のループについても同じ規則性が見られる。
桁数 規則 第１要素 第２要素 第３要素 第４要素 第５要素 第６要素 第７要素
6 系列の種 860832 862632 642654 420876 851742 750843 840852
8 86308632 86326632 64326654 43208766 85317642 75308643 84308652
10 8633086632 8633266632 6433266654 4332087666 8533176642 7533086643 8433086652
12 863330866632 863332666632 643332666654 433320876666 853331766642 753330866643 843330866652
14 ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
各要素に(m-
6)/2個の3と6
を加えることで
生成される
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つまり、6 桁のループを種として、各要素に
(𝑚−6)
2
個の 3 と 6 を加えることにより、m 桁の
ループが生成されている。ここでmはループを構成する整数の桁数である。 
 
（２）種となるループの間に見られる規則性 
 32桁を除く 33桁までの整数の範囲では、周期７の種となるループは 1つしか現れない。
表２－１の 6桁のループである。しかし、周期１（固定点、カプレカ数）、周期２の場合は、
種となるループが複数個現れ、（１）でのべた種となるループと子ループの関係と同様に、
低次桁の種となるループに特定の桁数字を加えることにより、高次桁の種となるループが
生成されている。 
例として、周期２のループについて述べる。表２－２に、32桁を除く 33桁までの整数の
範囲で現れた周期２の数のループ 25個と、そこから見えるループ間の規則性を確かめるた
めに行った 33桁を超える変換で得たループを示す。 
表２－２ 
 表２－２の系列 2bに現れるループを見ると、13桁のループを種として
(𝑚−13)
2
個の 3と 6
を各要素に加えることにより、ループが次々に生成されている。ここで m はループを構成
する各要素の桁数である。同様に 16 桁のループを種としての第１要素に 7,4,2,9,7,5,2、第
２要素に 7,5,3,9,6,4,2 をそれぞれ
(𝑚−16)
7
個加えていくことにより系列 2c に含まれるループ
が生成されている。 
表２－２の各系列の種となったループだけをとりだして、表２－３に記載する。表２－
３を見ると、種 2cの各要素に 7,7,5,4,3,2,9,9,7,6,5,4,2,2を 1個加えると種 2dが、2個加え
桁数 系列 第１要素 第２要素 第１要素 第２要素
5 ２ａ '53955 '59994
13 '8733209876622 '9665429654331
15 '873332098766622 '966543296654331
17 '87333320987666622 '96654332966654331
19 '8733333209876666622 '9665433329666654331
21 '873333332098766666622 '966543333296666654331
23 '87333333320987666666622 '96654333332966666654331
25 '8733333333209876666666622 '9665433333329666666654331
27 '873333333332098766666666622 '966543333333296666666654331
29 '87333333333320987666666666622 '96654333333332966666666654331
31 '8733333333333209876666666666622 '9665433333333329666666666654331
33 '873333333333332098766666666666622 '966543333333333296666666666654331
16 '8764421997755322 '8765431997654322
23 87764442219997775553222 87765543319997665443222
30 877764444222199997777555532222 877765554333199997666544432222
30 877765444322199997776555432222 877765544332199997766554432222
37 8777765444432221999997777655554322222 8777765554433321999997766655444322222
44 87777765444443222219999997777765555543222222 87777765555443333219999997766665544443222222
25 8876644422199977755533212 8876654432199977655433212
32 88776644442221999977775555332212 88776655443321999977665544332212
39 887776644444222219999977777555553322212 887776655544333219999977666554443322212
44 87777765544443322219999997777665555443222222 87777765554443332219999997776665554443222222
51 877777765544444332222199999997777766555554432222222 877777765555444333322199999997776666555444432222222 7,4,2,9,7,5,2 7,5,3,9,6,4,2
7,4,2,9,7,5,2 7,5,3,9,6,4,2
親系列
親系列
7,4,2,9,7,5,2 7,5,3,9,6,4,2
系列内の高次桁の生成
２ｂ
２ｃ
２ｄ
２ｅ
２ｆ
親系列
親系列
7,4,2,9,7,5,2
親系列
3,6 3,6
7,5,3,9,6,4,2
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ることで種 2f が生成されている。つまり、種に 3,6 を加えることにより系列内の子ループ
が生成されたのと同様に、低次桁の種（上の例では種 2c）に 7,7,5,4,3,2,9,9,7,6,5,4,2,2 を
(𝑚−16)
9
個加えることで、高次桁（m桁）の種（上の例では種 2d(m=30)、種 2f(m=44)、・・・）
が生成されている。また、種 2cの各要素に 8,6,4,2,9,7,5,3,1を 1個加えると種 2eが生成さ
れ、同様に高次桁からはじまる系列が生成される。すなわち、表２－３のグループ３に含
まれる種はすべて、16桁の種 2cから生成され、2d系と 2f系の２つに分けられる。 
表２－３ 
  
以上のように、周期２の数のループとして現れた 25 個のループは、表２－４の３つの
ループと、そのいずれかを種として表２－３，２－２に示した特定の桁数字を加えること
により生成されている。 
 表２－４ 
 
 周期１のループ（固定点、カプレカ数）も周期２の場合と同様に、5つのグループに分か
れ、5個の種のいずれかから生成される。 
 
３ 周期５のループ 
この章では、周期５のループに現れる規則性を考察する。32桁を除く 33桁までの整数に
ついてカプレカ変換を実施すると、100個の周期５のループが現れる。その一部を例として
表３－１にのせる。表３－１を見ると、この例の場合は 11桁のループを種として、種とな
るループの各要素に桁数字3,6を
(m−11)
2
個くわえることによってm桁のループが生成される
ことがわかる。 
表３－１ 
グループ 桁数 種 第一要素 第二要素
1 5 ２ａ '53955 '59994
2 13 ２ｂ '8733209876622 '9665429654331
3 16 ２ｃ '8764421997755322 '8765431997654322
グループ 桁数 系列 第１要素 第２要素 グループ内の高次桁の生成
1 5 ２ａ '53955 '59994
2 13 ２ｂ '8733209876622 '9665429654331
16 ２ｃ '8764421997755322 '8765431997654322 親系列
30 ２ｄ 877765444322199997776555432222 877765544332199997766554432222 7,7,5,4,3,2,9,9,7,6,5,4,2,2
25 ２ｅ 8876644422199977755533212 8876654432199977655433212 8,6,4,2,9,7,5,3,1
44 ２ｆ 87777765544443322219999997777665555443222222 87777765554443332219999997776665554443222222 7,7,5,4,3,2,9,9,7,6,5,4,2,2
3
桁数 第１要素 第２要素 第３要素 第４要素 第５要素
11 '96641975331 '88431976512 '87641975322 '86541975432 '86420987532
13 '9664319765331 '8843319766512 '8764319765322 '8654319765432 '8643209876532
15 '966433197665331 '884333197666512 '876433197665322 '865433197665432 '864332098766532
17 '96643331976665331 '88433331976666512 '87643331976665322 '86543331976665432 '86433320987666532
19 '9664333319766665331 '8843333319766666512 '8764333319766665322 '8654333319766665432 '8643333209876666532
21 '966433333197666665331 '884333333197666666512'876433333197666665322 '865433333197666665432 '864333332098766666532
・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
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表３－１と同様な系列が、これを含めて計 18個存在する。18個の系列の種の一覧を表３
－２に示す。表３－２中、5aを除く 17個のいずれかを種として、その各要素に桁数字 3,6
を
(m−11)
2
個くわえることにより、m 桁のループが生成される。一方、表３－２の種 5a には
子となるループが存在しない。 
表３－２ 
 
表３－２は、18 個の種を見比べ、第 2 章（２）のように種同士に関係のあるものをあつ
め、7 つのグループに分類している。グループ 5b から 5g は、それぞれ最も低い桁数のル
ープを種として、その各要素に 8,6,4,2,9,7,5,3,1を
(m−q)
9
個ずつくわえることで、グループ内
のm桁の種が生成される。ここで、qはグループ内の種の親となる種の桁数である。 
 
 以上のように、周期５のループは、表３－３の 7つの種に特定の桁数字をくわえること
により生成される。 
 
表３－３ 
 
４ おわりに 
32桁を除く 33桁までの整数についてカプレカ変換を実行し、現れた周期５のループ 100
個を解析した。周期１、周期２の場合と同様に、100個のループは 18個の種となるループ
と、種となるループに桁数字 3,6を次々にくわえることにより生成される高次桁の子ループ
からなる。また種となるループ 18個の間には、ある種に桁数字 8,6,4,2,9,7,5,3,1を次々に
グループ 桁数 第1要素 第2要素 第3要素 第4要素 第5要素
5a 2 '81 '63 '27 '45 '09
5b 11 '96641975331 '88431976512 '87641975322 '86541975432 '86420987532
5c 13 '9766419753321 '8854319765412 '8764209875322 '9665419754331 '8843209876512
5d 13 '9864319765311 '8874319765212 '8765419754322 '8654209875432 '9664209875331
5e 15 '986543197654311 '887432098765212 '976654197543321 '885432098765412 '976642098753321
5f 15 '987643197653211 '887543197654212 '876542098754322 '966542098754331 '986432098765311
5g 17 98765431976543211 '88754320987654212 '97665420987543321 '98654320987654311 '98764320987653211
グループ 桁数 第1要素 第2要素 第3要素 第4要素
5a 2 '81 '63 '27 '45
11 '96641975331 '88431976512 '87641975322 '86541975432
20 98666442199775533311 88864432199776553112 88766442199775533212 ・・・
29 98866664442219997775553333111 '88886644432219997776555331112 88876664442219997775553332112 ・・・
13 '9766419753321 '8854319765412 '8764209875322 '9665419754331
22 9876664421997755333211 '8886544321997765543112 '8876644220998775533212 ・・・
31 9887666644422199977755533332111 '8888665444322199977765554331112 '8887666444222099987775553332112 ・・・
13 '9864319765311 '8874319765212 '8765419754322 '8654209875432
22 9886644321997765533111 '8887644321997765532112 '8876654421997755433212 ・・・
31 9888666444322199977765553331111 8888766444322199977765553321112 8887666544422199977755543332112 ・・・
15 '986543197654311 '887432098765212 '976654197543321 '885432098765412
24 988665443219977655433111 '888764432209987765532112 '987666544219977554333211 ・・・
33 988866654443221999777655543331111 '888876644432220999877765553321112 '988766665444221999777555433332111 ・・・
15 '987643197653211 '887543197654212 '876542098754322 '966542098754331
24 988766443219977655332111 '888765443219977655432112 '887665442209987755433212 ・・・
33 988876664443221999777655533321111 '888876654443221999777655543321112 '888766654442220999877755543332112 ・・・
17 98765431976543211 '88754320987654212 '97665420987543321 '98654320987654311
26 98876654432199776554332111 88876544322099877655432112 98766654422099877554333211 ・・・
5b
5c
5d
5e
5f
5g
 共愛学園前橋国際大学論集 No.16 6 
くわえることにより他の種が生成される関係を持つものがある。こうして系列を統合する
と、最終的には 7つのグループに統合される。 
カプレカ変換の面白さは、使っている演算は引き算だけで、低次桁の範囲であれば小学
生であっても数の世界の美しさを楽しめるほどシンプルな変換であるにもかかわらず、非
線形変換であり、結果の予想がむずかしいところにある。高次桁まで計算することによっ
て、到達点として現れる数のループ間の関係を考察することができる。この考察は、桁数
にかかわらずすべてのループを予想する手がかりとなる。 
32桁を除く 33桁までの整数の範囲のカプレカ変換で得られる到達点のうち、周期１，２，
４，５，７，８，１４の 7つの周期についてループ間に現れる関係を調べた。今後は、ル
ープの数が多く未解析のままである周期３のループについて解析を進めたい。 
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Abstract 
5-cycle-loops in the Kaprekar transformation 
 
Yumi Hirata 
 
All the 100 5-cycle-loops under the Kaprekar transformation, up to 33 digits except for 
32 digits, are analyzed. There are 7 special seed-loops called the "parent" seed-loops, 
which generate 11 seed-loops by adding particular digit numbers to themselves. 
Therefore, there are 18 seed-loops in total. The 18 seed-loops generate 82 descendant 
loops by adding particular digit numbers to them. The 100 5-cycle-loops can be 
classified into 7 series in this way. 
